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La theorie des torseurs a acquis une grande importance en 
mecanique par la grande clarte qu'elle procure dans des problemes clas- 
siques. Elle permet de modeliser de maniere remarquable aussi bien les 
actions mecaniques appliquees a un systeme que l’etat des vitesses 
d'un solide (*) . Historiquement cette theorie est nee de cette profonde 
analogie (theorie de la vis de Ball). Elle donne une expression tres 
concise des theoremes generaux a caractere vectoriel en dynamique. Par 
ailleurs la mecanique analytique n’echappe pas au domaine de ses appli- 
cations : la puissance virtuelle developpee par les actions appliquees 
a un solide s’exprime systematiquement en connaissant le torseur des 
actions mecaniques et celui des vitesses virtuelles. 

Cette importance justifie 1' etude systematique qui est faite 
en preambule au cours de mecanique generale. 



(*) La couverture represente la formulation du torseur aerodynamique 
et du torseur des vitesses pour un vehicule automobile. 
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I. I DIFFERENTS TYPES DE VECTEURS - ASPECT PHYSIQUE 

Suivant la nature des grandeurs physiques qui peuvent etre 
representees par des vecteurs, ceux-ci peuvent etre divises en trois 
categories : 

- vecteurs libres 

- vecteurs glissants 

- vecteurs lies 



1 . 1,1 Vecteur libre : 

Supposons qu ’une grandeur physique puisse etre 
representie par un vecteur lie, mais que tout vecteur 
Hi equipollent represente la meme grandeur - f On dit 
alors que cette grandeur est representable mathimati- 
quement par un vecteur litre. 

Exemple : en mecanique nous verrons qu'un systeme de 
force de somme nulle, encore appele couple t est un 
vecteur libre. 

Remarque : on dit que les vecteurs ne sont pas loca- 
lises. 




1.1.2 Vecteurs glissants : 

Supposons qu'une grandeur physique puisse se reprisenter par un 
vecteur lie, mais qu 'en outre tout vecteur US ayant meme support repre- 
sente la meme grandeur. On dit que cette grandeur est representable mathe- 
matiquement par un vecteur glissant. 

Exemple : En mecanique du solide indeformable, les forces sont mathemati- 
quement des vecteurs glissants. Sur la Fig 2, l'equilibre du cadre est le 
meme que la force F soit appliquee en A ou en B a condition de supposer 
le cadre rigide. 





F 




1 

1 




'k 

u 

J 




J ! ~ t 
'K. 






Fig 1.2 


eA? B 



Remarque : on dit encore que chacun des vecteurs considere representatif 
de cette grandeur est localise sur une droite. 



1.1.3 Vecteurs lies 



Supposons qu'une grandeur soit representable mathematiquement 
par un vecteur lie mais que tout autre vecteur lie represente une grandeur 
differente. On dit que cette grandeur physique est representable mathema- 
tiquement par un vecteur lie. 
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Exertiple : forces appliquees a un solide dSformable. Suivant que le point 
d' application se trouve en A ou en B, la deformation du cadre est diffe- 
rente. 




Fig 1.3 




1.1.4 Remarque 



a/ le nombre de parametres necessaires a la representation de ces 
trois types de vecteurs est different. 



La description : 

- d'un vecteur lie necessite 

- d’un vecteur glissant " 

- d'un vecteur libre " 



6 scalaires 
5 scalaires 
3 scalaires 



b/ en general, il est convenu 

- un vecteur lie : 

- un vecteur glissant 

- un vecteur libre : 



de noter 

[Aj 

: (AB) 

AB 



1.2 DEFINITION D'UN GLISSEUR 

Soit [ab] un vecteur lie. Sur la droite (D) support de [ab] on 
peut definir un ensemble de vecteurs lies equipollents a [aS] . (Voir Fig 4) . 
C'est ce qu'on appelle un glisseur 

(D) 

Fig 1.4 
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Si [AB] est un representant d r un glisseur, on designe le vecteur glissant 
par (SB). On pourra ainsi dire que ce vecteur glissant est constitue par 
1 'association d'une droite (D) et d'un vecteur libre v = AB- On peut noter 

(AB) = (<D) , A$} 

Remarque : II est clair que, de par sa definition, le glisseur est une 
abstraction. 



1.3 MOMENT D'UN GLISSEUR EN UN POINT 



1.3.1 Definition : 

On appelle moment en 0 d'un glisseur (A$) le vecteur lie 0>5j 
d ongine 0 et representant le produxt vectoriel O^aAB 



OG 



= o£ ^ A$ 



On note aussi 



M(0) = OA „ A$ 



( 1 . 1 ) 

( 1 . 2 ) 




a / le choix d'un vecteur lie pour la definition du moment temoigne 
du souci de particulariser le point de calcul. Ce choix a priori arbitraire 
s'eclairera par la suite. 



b/ de la definition (1.2) il vient immediatement 



M(0) . AB = 0 



(1.3) 



1.3.3 Theoreme : 



Le moment en un -point d'un glisseur est independant du represen- 
tant [ab] adopte pour earaatiriser ce glisseur. 
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Soit [A'B|J un autre representant du glisseur (Fig 5) 

= OA' A A’B' = (OA + AA') A a7b' 

- 52 A A 7 ?’ + AA' A A'B* 

Mais AA' A A'B' =0 , (AA' et A' B^' colineaires) 

De plus AB = A'B' (definition du glisseur) 

II vient done : 

M (q) = 0^' A - OA A AB (1.4) 

1.3.4 Remarques 

a/ Par ce theoreme, on voit que le moment en un point est bien une 
propriete caracteristique d'un glisseur ; on peut prendre n'importe quel 
point A sur (D) pour calculer le moment. 

b/ On aurait naturellement pu definir le moment d'un vecteur lie. 
D'ailleurs pour definir le vecteur moment d'un glisseur nous en avons pris 
un representant qui est un vecteur lie. Cependant si on avait fait cette 
definition on aurait pu enoncer immediatement le theoreme suivant : 

Tous les vecteurs lies equipollents et ayant meme support ont 
meme moment en un point. 



1.3.5. Coordonnees du moment d'un glisseur 



Soit un repere orthonorme direct R et un point P de ce repere. 
Considerons un glisseur (a2) 



Z 




De par la definition : = PA A AB 



> 


X 


y 


x 0 




x' 


Posons OP = 


y 


OA = 


yo 


AB = 


Y 




z 


R 


-ZQ 


R 


Z 





x 0 - X 




x" 


Nous avons = 


yo - y 


A 


Y 


z 0 - z 


R 


Z 
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ou encore 



2 



(P) 



(yo ~ y)z ~ ( z o ~ Z ) Y 
(z 0 - z)X - (x 0 - x)Z 
(x 0 - x)Y - (y 0 - y)X 



(1.5) 



1.3.6 Changement de 1 ' origine des moments 

Soit un glisseur (AB) et deux points quelconques 0 et O' . Cher- 
chons la relation qui existe entre et M^qij 



Par definition 



M 



( 0 ) 



o£ A aS 



et aussi 



M (0 , } = O 7 !* AB 



(1.7) 

( 1 . 8 ) 



L' equation (1.8) peut encore s'ecrire 
M( 0 , ) = (0M5 + ol) A AB 

= 0*3 A AB + OA A AB 



En utilisant (1.7) on obtient finalement la formule du changement de 
l' origine des moments 




M (0) + (Fo A AB 



(1.9) 



1.3.7 Coordonnees d*un glisseur : Theoreme : 
a/ Enonce : 

Etant donne un vecteur libre ti ^ 0, un point 0 et un vecteur lie 
OG -d'origine tel que U.OG = 0 3 il esriste un glisseur et un seul dont 
le vecteur libre soit 3 et dont le moment en 0 soit OG. 

U et OG sont appeles "coordonnees vectorielles" du glisseur. Les 
coordonnees de ces vecteurs sont appelees "coordonndes scalaires " du glisseur 

b/ Demonstration : 

Soit un point A appartenant au glisseur cherche. On a 

OG = OAA 0 (1.10) 

Cette equation, appelee equation de la division vectorielle , n'est possible 
que si OG.U = 0. Ceci justifie la restriction posee dans l'enonce. 

L'equation (10) ayant pour inconnue 0A ne possede pas de solution 
unique. En effet, supposons que 0Ai et 0^2 soient solutions de (1.10). On 
peut alors ecrire 

0G = 0A! A U 

53 = oa 2 a u 

Ce qui par soustraction nous donne U A (0A! ~ 0A 2 ) = 0 
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Ceci se comprend aisement, le moment etant perpendiculaire au vecteur libre 
du vecteur g^issant, [og] ne peut representer le moment que s'il est perpen- 
diculaire a U. 



Multiplions vectoriellement les deux membres de la relation vectorielle par 

U _ - * - 

(OG A U) = (OA A U) A U . 

= U . (OA . U) - OA (U) 2 



Cherchons la solution particuliere correspondant a A tel que OA .U = 0. 
A* est le pied de la perpendiculaire abaissee de 0 sur l'axe du glisseur 
cherche . On a 





U A OG 



U 



( 1 . 12 ) 



(Un point A quelconque est determine par 
OA = OA* + XU (1.13) 



* 

Le point A est unique. Tgus les points repondant a la question sont sur une 
j^arallele menee par A* a U. C'est l'axe du glisseur (le produit vectoriel 
U A 0^ determine un vecteur et un seul) . 



1.3.8 Remarques 

a/ Remarque 1 

A un glisseur on peut faire correspondre deux vecteurs S et [pSj . 
Reciproquement a deux vecteurs u et [og] on peut faire correspondre un glis- 
seur et un seul. C'est pourquoi on peut vraiment parler de coordonnees d'un 
glisseur. 

b/ Remarque 2 

Si l'on avait defini le moment d'un vecteur lie on 
associer deux vecteurs tj et [ogJ . 

Mais reciproquement a deux vecteurs U et [0G] tels 
on peut faire correspondre une infinite de vecteurs lies qui 
equipollents et de meme support. 

Autrement dit, on n'aurait pas pu avoir une correspondance biuni- 

voque . 



aurait pu lui 

que U.OG = 0 
seraient tous 



c/ Remarque 3 

On peut parfaitement caracteriser une droite (D) quand on connait 
un vecteur glissant porte par cette droite. Par consequent les coordonnees 
pluokiriennes de la droite (D) dans un repere orthonorme sont les composantes 
scalaires d'un glisseur quelconque ayant (D) pour support. 
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On peut parfaitement caracteriser une droite (D) quand on connait 
un vecteur glissant porte par cette droite. Par consequent les aoordonnies 
pluokSn'iennes de la droite (D) dans un repere orthonorme sont les composantes 
scalaires d’un glisseur quelconque ayant (D) pour support. 



1.3.10 Exercice : 




Soit un repere orthonorme R d'origine 0. 

- [2 

Soit un glisseur (V) = 3 

. .nh 

Considerons aussi O' 



dont un representant a pour origine A 



L J R 
R 



1 °/ Calculer son moment au point 0 



»(0) ■ 04 * v - 



T 




Y 




‘o' 


0 


A 


3 


= 


-1 


0 


R 


1 


R 


3 



2°/ Calculer son moment au point O'par la definition 



V) = °’ A A v = 



Vi 




2 




2 


0-1 


A 


3 


= 


-2 


0-1 


R 




R 


+2 



R 



3°/ Retrouver le moment en O' en utilisant la formule du changement 
d'origine 

M (o') 



= M, . + O'O A V 

(o) 





' o' 




'-f 


= 


-1 


+ 


-1 




_3. 


R 


_-l_ 




’ o" 




' 2 


INSA de fc^us dfBi 


s-ife: 

3 


eri'es 


-1 

-1 



2 
3 

Jj R 



2 

-2 

9 
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1.4 MOMENT D 'UN GLISSEUR PAR RAPPORT A UN AXE 



1.4.1 Definition : 




Fig 1.8 



Soient (AB) un glisseur ayant pour 
representant le vecteur glissant (A$) , 
et un axe (X) de vecteur unitaire (a) 

Soit 0 un point de l'axe (X). 



On appelle moment d'un glisseur par 
rapport a un axe la projection sur cet 
axe du moment par rapport a un point de 
1 ' axe . 



M, (AB) = (OA A AB) .a 

(x) 



(1.14) 



1.4.2 Theoreme : 



Le moment par rapport a un axe est indipendant du point choisi 
sur eet axe. 

Soit O' un autre point de l'axe (X). 

Galculons. la quantite 

(O 7 ! A AB) .a (1.15) 

= [(0^0 + OA) A AB] .a 
= (0*5 A AB) .a + (OA A AB) .a 

Or (O' 6 A AB) .a = 0 (produit mixte de deux vecteurs colineaires) 

(O 7 ! A AB) .a = (OA A AB) .a = M/ x (AB) (1.16) 



1.4.3. 



Exercice 



Reprenons 1' exercice traite au paragraphe 1.3.10 et calculons 



1 ° / le moment par rapport a OX 

V 



M. (V) = (OA A V).J 



->■ 

= M 



(or 



x 



0 




1 


-.1 




0 


.3. 




.0. 



R 



0 
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Resultat evident puisque V coupe 1'axe OX. 



2°/ le moment par rapport a OY 
■ *«»•' 





‘ o' 




o' 


= 


-1 


. 


1 




3 


R 


0 



3°/ le moment par rapport a OZ 



% <?) 






' o" 




o' 


= 


-1 


• 


0 




3 


R 


1 



3 



4°/ le moment par rapport a (D) 



M y (V) 
‘ D 



M (o)* u 



' o' 




"l//3 


-1 


• 


1//3 


.3 




1//3 



2 

7f 



ou encore 



M, (V) 
'D 



(O') 



.u 



‘ 2 




1//3 


-2 




1//3 


2 


R 


1//3 



2 

?3 



1.5 TORSEURS : (OU DYNAME) 

1.5.1 Definition : 



On appelle torseur ou dyname , un ensemble de vecteurs glis§ants 
en nombre quelconque. 



On le notera par exemple 

[T] = {(ATI!), (ATB^, ( Vn )} 



(1.17) 
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1.5.2 Definitions concernant les torseurs : 



a) on appelle somme du torseur le vecteur libre somme des vecteurs 
libres des differents vecteurs glissants 

S = l AlBi (1.18) 

i-1 



t = Uj + . . . + ff. 

1 l 



+ . . . + 



b) on appelle moment en 0 du systeme [t] le vecteur lie d'origine 0 
somme des moments en 0 des divers glisseurs de (T) 



- I Ok. A a.b! 

(0) i=i 1 11 



(1.19) 



M ^0) + M2 (0) + M i(0) + ••• + M n (0) 



c) Equivalence de deux torseurs 

Deux torseurs sont dits equivalents s'ils ont meme moment en tout 

point . 

d) Torseur nul 

On dit qu'un torseur est nul quand son moment par rapport S tout 
point de l'espace est nul 

e) Remarque 

's et M(0) sont dits les elements de reduction en 0 du torseur [t] 

f) Exercice 

t # ->■ 

Soit un repere orthonorme direct R. Un glisseur (F) de vecteur 
libre F = (6,3,6) R passe par le point A tel que OA = (2,1, 10)^ 

Determiner les elements de reduction du torseur en B tel que 

<3 = (6, 10, 12) R 

r & ■ 

a) la somme est S = F = 3 

- 6 Jr 

g) le moment en B est M /T1 . = IS A ? 

(n^ 



= ol - OS - 



d'ou M. 
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1.5.3 Formule de changement de l'origine des moments 
Soit un torseur [t] 



M(0) = T OA. A A.B. 

. L , i li 
1=1 



M(0' ) = l O 7 !. A Ot 
i= 1 



n 



M(O') = l (O'O + OA^) A A i B i 
i= 1 



n 



= 7 (O'O A A.B. + OA. A A.B.) 

. L , li ill 

1=1 



H(O') = M(0) + O’O A S 



-> r . ► 

(S = y A.B.) 
. L , 1 1 
1=1 



( 1 . 20 ) 



1.5.4 Conditions necessaire et suffisante de 1' equivalence de deux torseurs 

a) condition nicessaire (analyse) 

Soient deux torseurs [YJ et [t'J equivalents. On a done par hypothese 

$(P) = t'(P) pour ¥ (P) 

M(P) = $(0) + P<$ A 3 

M' (P) = M' (0) + p6 A t’ 

d ' ou 

0 = I6 A ($ - t’) 

Cette relation doit etre verifiee pour tout P et 0. D'ou "§="§' (1.21) 

Deux torseurs equivalents ont meme somme. 

b) condition suffisante 

Soient deux torseurs [t] et [t'J ayant meme somme et meme moment en 



un point. Nous allons montrer 
dire qu'ils sont equivalents. 


qu'ils ont meme moment 


en tout point ; e'est a 


Par hypothese 


M(0) 


= M'(0) 3 


= 3' 




M(P) 


= S(0) + P$ A t 






M' (P) 


= M' (0) + P3 A t' 





d'apres 1 'hypothese S' (P) = S(0) + P$ A 3 

S(P) = $'(P) ¥ (P) (1.22) 
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1.5.5 Coordonnees d'un torseur : 



Un torseur [l] est determine des que l'on connait : 

->■ 

- la somme du torseur S 

- le moment en un point 0 : *M(0) 




Les vecteurs S et M(0) sont dits coordonnees^ vectorielles du torseur 
Soit 0 l'origine d’un repere orthonorme (OXo , Yq, Zq) . Les coordonnees 
Z et L, M, N de $ et S(0) sont dites coordonnSes scalaires du torseur 



Connaissant les six coordonnees la formule $i(P) = $1(0) + P$ A $ 
permet de trouver le moment de [t] en tout point (P) . 



Invariant scalaire d'un torseur. Automoment. 



1.5.6 

Soit un torseur [t] dont les 
S(P) = ft(0) + P<$ A $ 

pour V (P) 

Multiplions scalairement par S 
les deux membres de cette rela- 
tion 

t(P) = fc(0) .t 

D'ou le theoreme 

Le produit scalaire du moment 
en un point par la somme est un 
invariant. On I'appelle l’ auto- 
moment du torseur. 

M(0) .S = LX + MY + NZ 



coordonnees vectorielles sont ^ et S(0) 




1.5.7. Comoment de deux torseurs 



sont 



a) Definition 

Soient deux torseurs [ t^ et [T 2 ] dont les coordonnees vectorielles 



M 



*1 

Mj(0) 



[T 2 ] = 



~y 




M 2 (0) 



On appelle comoment des deux torseurs [~TiJ et [t 2 ] 



le scalaire 



c 12 = ^1 • S 2 (0) + t 2 . MjCO) 



(1.24) 
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b) Le comoment est un invariant 



a) Preliminaire 

Le torseur forme de 1’ ensemble des vecteurs gl is sants de [Ti] et 
[t 2 ] est appele torseur somme. 



[Tl] = 

La somme 



{(AiBi), .... (aTbT) , (AB^)} 

{(01B1), .... •••» (a p a p )} 

(S) de ce torseur est par definition 



n 

l a.b! 
i-1 1 1 



j = l 






"§1 + ^2 



Le moment M(0) est par definition 

M(0) = l 

i= 1 

= Ml (0) + M 2 (0) 



OA. A A.B. 
1 11 



j-1 



Oa . A a • $ • 
J J J 



: Le torseur somme a pour somme la somme des sommes des torseurs 
constitutifs et pour moment en un point la somme des moments 
des torseurs constitutifs. 



3) Ci 2 est u n invariant 

L* automoment du torseur [t] = [li] + [t 2 ] est un invariant 



^.S(0) 


= (& x +t z ) [Si (0) + 


S 2 (0)] 




= SiMi (0) + 1 s 2 Mi (0) 


+ SiM 2 (0) + S 2 M 2 (0) 




- + S 2 S 2 (o) 


+ c 12 


S.M(O) est 


invariant (automoment de [t] ) 


Si Mi (0) 


( 


" [Tl] ) 


$ 2 fi 2 (0) 


( 


" [T2] ) 



Ci 2 difference de deux quantites invariantes est invariant. 

c) Remarque. Comoment d'un torseur area lui-meme. 

Le comoment est 

C n = 2 Sj M x (0) (1.25) 

c’est a dire deux fois 1' automoment 
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1.5.8 Moment par rapport a un axe 




a) Definition 

On appelle moment du torseur [tJ par rapport a un axe (X) la somme 
des moments par rapport a cet axe des differents glisseurs qui cons- 
tituent le torseur. On note 

M(X) = I (OA. A A.B.) a (1.26) 

i=l 

a designant un vecteur unitaire de l'axe 



b) Theoreme 

Le moment par rccpport a un axe est la projection sur cet axe du 
moment par rapport a un point de l'axe. 



M(X) = 



M(X) * 

c) Exercice 
Montrer 

au comoment du to 

s °it [T] un torseur d' elements de reduction en un point 0, et 
M(0) . Soit_^(X) un axe quelconque mais passant par 0 et defini par un vecteur 
glissant (a) , qui peut al.ors etre considere comme un torseur particulier [Tx] 
d' elements de reduction a et M(0) = 0. 

Le comoment de [t] et [lx] est selon la definition (1.23) S(0) .a , 

ce qui nous donne bien la definition du moment du torseur [t] par rapport a 
1 ' axe (X) . 

Naturellement , on peut prendre ceci comme definition du moment par 
rapport a un axe. 



n 



l (OAT A aTbT) 
i= 1 



n 



( 7 OaT A A.B:) a 

\ Lt i i i ' 

i= 1 



i li 



M(0) . a 



que le moment par rapport a un axe d'un torseur est egal 
rseur et d'un vecteur unitaire porte par l'axe. 



1.5.9 Torseurs speciaux 

a) Definition 

Un torseur est dit special si 



3 . M(0) = 0 



(1.27) 



b) Theoreme ; condition necessaire pour qu'un torseur soit equivalent 
a un vecteur glissant unique 
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Soit un torseur [t] donne par ses coordonnees vectorielles S et 
M(0) . Pour que le vecteur glissant (AB) soit equivalent a [t] on doit avoir 
condition necessaire et suffisante 

AB = S 
> "■ ~y 

OA A AB - M(0) ce qui lmplique S ¥ 0 

3 ( 0) .3 = 0 

Le torseur est special. 



S'il en est ainsi on aura 



oX = + x 3 

S2 



(1.28) 



D'ou le theoreme 

Pour qu 'un 
et 'Ll suffit que 



torseur 

s 



3 . 3 ( 0 ) 



soit Squivalent & un vecteur glissant it faut 

¥ 0 
= 0 



Le vecteur glissant 
A tel que 



est unique, on a A§ = S et le support passe par le point 

OA* = l±Ms) 

S 2 



On dit dans ces conditions que le vecteur glissant est le representant 
ccmonique du torseur. 

c) couple 
a) definition 

On appelle couple tout torseur dont la somme est nulle ? = 0. C'est 
un torseur special car §.$I(0) = 0. 

8) theoreme 

Le moment d'un couple en un point quelconque est equipollent a un 
vecteur fixe non nul ; le vecteur libre dont il est un representant est appe- 
le moment du couple 

&(p) = 3(0) + p5a! 

3(P) = 3 ( 0 ) pour V (P) (1.29) 

d'ou le theoreme 

d) Remarque 

Lorsqu'un torseur est special il est equivalent soit a un vecteur 
glissant unique soit a un couple. 
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1.5.10 Systeme de vecteurs glissants particuliers 
a) Systeme de veoteu^s glissants coneouvants 




Soit un systeme de vecteurs glissants 
(A^Bp passant t 

- la somme est 



(A^Bp passant tous par un point 0 



$ = T A.b! 
i-1 1 1 



(1.30) 



Pj j jq - le moment est M(O) = \ OAJlA^B^ 

g i= 1 

Prenons un vecteur glissant (AB) passant par 0 et tel que AB = S 



on a 



S = AB par hypothese 

M 0 (AB) = 0 = M 0 [T] 



(1.31) 



Par suite le torseur [t] est equivalent a un vecteur glissant unique passant 
par 0 et tel que aS = ^. Ce vecteur glissant unique est appele vesultante du 
torseur. C'est le theoreme de Varignon pour les vecteurs flissants concourantq 
(la resultante est un vecteur glissant alors que la somme est un vecteur libre) 

b) Syst&me de vecteurs glissants pava.1 teles 

Les vecteurs glissants etant tous paralleles, on peut 
poser 

(1.32) 



A.B. 

i i 



X . u 
l 



Bi 

*i 



Bi 



- la somme est S ■ 



y x . u 

i=i 1 



Fig 1.11 



= (I x £ ) u 

i-1 

(cette somme naturellement peut etre nulle mais ce 
cas a deja ete envisage - voir couple) 

n 

Nous prendrons done £ X^ ^ 0 par hypothese 

i=l 



- le moment est 
M(0) = 



n 



I A Xi u 

i= 1 



n 



= y X . 0 A . A u 

i-1 1 1 



n 



M(O) = ( l X i OA/) A u 
i= 1 
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n 

mais comme £ A^ j- 0 par hypothese, on a 



i= 1 



n n 

I X i 0A i = (I A £ ) OG 
i=l i=] 



G etant le barycentre des points A. affectes des coefficients A^. On peut 
done ecrire 

M(0) = ( l A.) OG A u 

i= 1 1 

n ^ 

= OG A J A i u 

i= 1 



fc(0) = OG A S 



( 1 . 33 ) 



Soit maintenant un vecteur (AB) tel que 

G tel que 



n ^ 

OG = J A- 0A l 
i= 1 



AB 



S et passant par 



On a 



AB 
M 0 (AB) 







S = M(0) 



( 1 . 34 ) 



Le vecteur glissant (AB) est equivalent au torseur donne. D'oii le theoreme 
pour les vecteurs glissants paralleles. 



Un systeme de vecteurs glissants varalleles est equivalent a un 
vecteur glissant unique de vecteur libre S dont l 'axe passe par le barycentre 
des ; p oints affectes d’un coefficient egal & la mesure algebrique du vecteur 
A.B. sur l' axe due direction commune. 



Conclusion : 

Le theoreme de Varignon s' applique done lorsque le point de concours 
des vecteurs glissants est rejete a 1'infini. 
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1.5.11 AXE CENTRAL D'UN TORSEUR : REPARTITION 



a) Theoreme preliminaire : 

1/ Enonce : 

Pour que le moment d’un torseur [t] soit constant le long d'une 
droite (L)j it faut et il suffit que cette droite soit parallele a la 
somme 3 de [t], (supposee differente de zero) 



2/ Condition n&cessaire 




Soit (A) une droite et soient M et N 
deux points distincts sur cette droite. On 
a done 

S( M ) = par hypothese 

On peut toujours ecrire M^ = M^ + MNA S 
On doit done avoir A ? = 0 

Par hypothese ^ 0 

t i 0 



Done, pour que le produit vectoriel soit 
nul, la seule condition possible est d' avoir 
MN colineaire a £ et done (A) parallele a ? 



(Fig 1.13) 



droite. On a 
M 



MN = x S 



3/ condition suffisante 

Soit (A) une droite parallele a ^ et 
soient M et N deux points distincts sur cette 
On peut aussi ecrire 



(M) 



= M 



(N) 



+ MN A S 



et done on a bien 




M 



(N) 



b) Axe central. Theoreme et definition 

Nous avons vu que tout le long d'une parallele a 3 le moment d'un 
torseur est constant. 

Nous allons chercher maintenant le lieu des points I tel que 
M, t -. = AS, e'est a dire le lieu des points tel que le moment soit colineaire 
^ a la somme. 

1/ Theoreme 

Si la somme H) d'un torseur [2 1 ] n'est pas nolle 3 le lieu des points 
I ou le moment de [t] est colineaire a S est une droite (L) parallele a 3 
appelee axe central. 
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I. 10 AXE CENTRAL D'UN TORSEUR : REPARTITION 



1.10.1 Theoreme preliminaire : 



a/ Enonci : 

Pour que le moment d’un torseur [t] soit constant le long d'une 
droite (t) 3 it faut et il suffit que cette droite soit parall&le & la 
somme de [rj, (supposee differente de z&ro ) 



b/ Condition necessaire 




Soit (A) une droite et soient M et N 
deux points distincts sur cette droite. On 
a done 

**(m) = **(n) par h yp° thSse 

On peut toujours ecrire M^ = M^ + MNA ? 

On doit done avoir mS A 2 = 0 

Par hypothese MN $ 0 

2*0 

Done, pour que le produit vectoriel soit 
nul , la seule condition possible est d’avoir 
MN colineaire a s et done (A) parallele a S 
(Fig 1.13) 



droite. On a MN 



x S 



c/ condition suffisante 

Soit (A) une droite parallele a S et 
soient M et N deux points distincts sur cette 
On peut aussi ecrire 



M 



(M) 



= M (n) + MN A S 



et done on a bien 




M 



(N) 



1.10.2 Axe central. Theoreme et definition 

Nous avons vu que tout le long d'une parallele a 2 le moment d'un 
torseur est constant. 

Nous allons chercher maintenant le lieu des points I tel que 
M, . = XS, e'est a dire le lieu des points tel que le moment soit colineaire 

a la somme. 

a/ Theoreme 

Si la somme 2 d’un torseur [Tl n’est pas nulle 3 le lieu des points 
I oil le moment de Rr] est colineaire d S est une droite (L) paralltle a 5 
appelee axe central. 



© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits reserves. 




(1.35) 



II passe par le point I 



* 



tel que 



oi* * S * M (o) 



S 2 



b/ demonstration vectorielle : 

D'apres le theoreme preliminaire 1.9 1 le lieu, s'il existe, est 
une droite parallele a car s'il existe un point I, tous les points repon- 
dant a la question sont sur une droite menee par I, parallelement a £. 



Cherchons done un point I qui repondrait a la question e'est a dire 



M 



(I) 



de reduction s et 


S (0) 


supposes non 


* 

(I) 


3 (0) 


+ IS > 5 


x t - 


M (0) 


+ IS ,3 



Mettons cette expression sous la forme [x£ - ^ A (1.36) 

ce qui revient a resoudre cette equation vectorielle par 1(5. 



II n'y aura existence de la solution que pour [x£> - 3,-.,.] .3 = 0 

e'est a dire pour ^ 

X = (1.37) 

S 2 



£>.3,qv automoment du torseur, invariant, x est aussi invariant puisque S 2 
est^aussi invariant. On l'appelle le "pas" du torseur [T] . Nous avons deja 
resolu une equation telle que 1.3.6 au paragraphe 1.3. 7, "pour un point I* 
particulier tel que 0?* . 3 ** 0 e'est a dire etant la projection de 0 

sur la droite cherchee. Selon le resultat 1.13 on a done 



Of* 



s t M( 0 ) 

S 2 



(1 .38) 



Ce point est unique. 

Et done la droite (A) lieu des points I sera telle que 

of = 61* + x t (1 .39) 

selon (1.11) 



En conclusion, tous les points I repondant a la question sont 
situes sur une parallele a s menee par I*. Cette droite est l'axe central 
du torseur [T] , ayant X pour pas. 



of* 


5 * ft (0) 




S 2 


— ► 




01 


= 01 + x S 


X 


II 

/*> 

o 




S 2 



(1.40) 
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c/ Determination andlytique 

Considerons un repSre orthonorme direct R et soit [t] un torseur 
dont les elements de reduction en 0 sont g et supposes non nuls tels 

que 

S = (X,Y,Z) r 



M. 



(L,M,N). 



‘(0) 'R 

Soit un point P quelconque defini par 

On a B (p) - S (Q) + 55 , 5 



of = (x,y,z) 



R 



M 



(P) 





V 




-x 




’x‘ 


= 


M 


+ 


-y 


A 


Y 


I 


N 


R 


.~ z j 


R 


Z 



M 



(P) 



L - yZ + zY 
M - zX + xZ 
N - xY + yX 



Si le point P appartient a l'axe central on doit avoir M 
Soit analytiquement 



(I) 



= X S 



L - yZ + zY 




*x 


M - zX + xZ 


= 


XY 


N - xY + yX 


R 


XZ 

u . J 



ou encore 



L - yZ + zY M - zX + xZ 
X ~ Y 



N - xY + yX 
Z 



X 



(1.41) 



Remarque : Pour resoudre (1.41) on tiendra compte des considerations par- 
ticulieres d'un probleme donne. 



1.10.3 Exercices d'application : 
a/ Exeroice n° 1 

£ i — n V ^ 

L'axe central d'un torseur passe par le point I tel que 01 = 

(6,3,2) dans un repere R. La somme du torseur est s * (10, 4, -3), le pas 
est positif et le module de il(I*) est de 50. 

Determiner le moment en 0 du torseur. 



Le moment a la direction de 

Le pas X etant positif, le vecteur unitaire 
defini par s 



■» > ^ , -r 

la somme geometrxque = 

U de l'axe central peut etre 



Xl 
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'io' 




'io' 




4 




4 


1 


[-3 


ss 


-3 



S| *^10 2 + 4 2 + (-3) 2 5* / 5~ 



Par consequent 



M (I*) 



M (I*) pj o'! 
.4 
-3 



50 



5^5 



M 



(I*) 



1 

/r 



“100 




' 44,84' 


40 


a 


17,7 


-30 




-13,3 



J R 



Le moment en 0 sera donne par 



s (0) ■ V) * °*** * 



Calculons tit* A 3 



01* A S 



'6' 




‘io 




-17 


3 


A 


4 


* 


+38 


2 


R 


-3 


R 


- 6 



et done on a 






' 44,84* 




-17' 


= 


17,7 


+ 


+38 




-13,3 


R 


- 6 



M 



( 0 ) 



* 27,84' 
55,7 
-19,3 



b/ Exerciae n° 2 

Les coordonnees (elements de reduction) d'un torseur sont 

y 

S = (10,6,4) M( 0 ) = (6, 3, -6) dans un repere orthonorme R 

Determiner le point I ou l'axe central (A) rencontre le plan (0,Z,X' 




Fig 1.13 



[0,X,Y,Z] 
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_3 4 2j_ _ 3J_ 

y I " ".76 ~ 6 x 38 _ "76 



Le point I a done pour coordonnees dans R 



ot 



47 

38 

0 



31 




di Repartition des moments autour de l'axe central 




Soit un point P quelconque 
qui se projette en I sur l’axe 
central . 



On a d'une maniere general e 



a 



(P) 



= M (I) + PI A S 



Mais I appartient a l'axe cen- 
tral A et done 



H 



(I) 



= X S 



done 



M (P) = 


X 


t + PI 






^ 


Posons 


X S 


« PH 








PI A 


S 


= PK 


On ecrit 


done : 



M 



(P) 



= PH + PK 



On voit immediatement que PK est perpendiculaire a PH et done 

PS . p£ = 0 

On voit aussi que PI perpendiculaire a S d'ou PI . S = 0 

^ i -¥■ i 

Calculons maintenant le module de note IM^ | . On a 



(1.42) 

(1.43) 

(1.44) 



M 2 
(P) 


= (PH) 2 + (PK) 2 


en considerant 


1 .43 




PH = 


XS -*> (PH) 2 


= X 2 S 2 









, 








PK = 


PI A S 








|PK| 


H 


en 


considerant 


(1.44) 




= d . |S| 


si d designe 


la distance 


de P a 


done 


(PK) 2 = d 2 S 2 
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Finalement 


M 2 = 

(P) 


(A 2 


+ d 2 ) S 2 




et 


l» (P) l - 


]s| 


. /d 2 + A 2 


(1.45) 



De (1.42) et (1.45) on peut done tirer les propositions suivantes quant a 
la repartition des moments autour de l'axe central 

1/ Remarque 1 

Le moment en un point quelconque est la somme de deux vecteurs, 

1 un constant As parallele a la somme geometrique, 1' autre variable pj a 
perpendiculaire a la somme geometrique et dont le module varie proportion— 
nellement a la distance du point a l'axe central, ce qui revient aussi a 
aire que tous les points situes a une meme distance de l'axe central, e'est 
a dire sur un cylindre d'axe A, de rayon d, ont des moments qui ont meme 
module. 

2/ Remarque 2 

L’axe central est le lieu des points dont le moment est minimum 

en module. 

3/ Remarque 3 

Ce qu'on vient de dire est 
evident si on represente en un 
point quelconque A la gerbe de 
sommet 0 des differents vecteurs 
moments . 

Pour un torseur donne, rappe- 
lons que 1' automoment est inva- 
riant, e'est a dire 

*>■ 

S . M^ = constante 

Par suite les vecteurs de la gerbe 
de sommet A representatifs des mo- 
ments en tous points du torseur ont 
leur sommet dans un plan perpendi- 
culaire a s» 

Done le moment est minimum s'il a la direction de S, e'est a dire si 
le point correspondent appartient bien a l'axe central. 




1.5.12 CHAMP DE MOMENTS 



a) Definition 



Si on se donne le moyen de faire correspondre a tout point P d'une 
certaine region de l'espace un vecteur lie [?(p)] d'origine P on dit qu'on 
definit un champ de vecteurs. 

En particulier, etant donne un torseur [t] , a tout point P de 
l'espace correspond le moment S. p . du torseur en P. Le champ constitue par 
les vecteurs est appele champ de moments. 
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II est caracterise par la formule liant le moment en deux points P et Q 

V) = S (Q) + 

S etant la somme du torseur considere 



b) Equiprojectivite du champ de moments : Theoreme de Delassus 



jectif 



1/ PropriSte du champ de moments : un champ de moments est equipro- 

Soient M et N deux points quelconques. On a 



■<W 




S (M) ■ 3 (» + ™ * 3 

Multiplions scalairement les deux membres de 
cette relation par ^ 



V 53 = S (N)- ® 

Si l'on pose 5® = xtJ, (1.46) 



(1.46) 



s'ecrit encore 



-v -y 




autrement dit, la projection des moments en 
M et N sur le support de mn est constante. 
C'est ce qu'on appelle la propriete d'equi- 
projectivitd. 



2 / Reciproque de l 'enonce : Theoreme de 
Delassus 



Tout champ equiproj ectif est un champ 
de moments. 



Demonstration 

Considerons, par hypothese, trois points quelconques 0,P,Q non 
alignes et un champ de moments equiprojectif . On peut done ecrire 



(p> - v® - 


— v P(p) “ ♦(«] 


. 0? = 0 


(a) 


<«•* ■ !«»•* - 


^(Q) - ’(0)] 


. 0$ = 0 


(b) 


(p) 55 ■ V s5 - 


— ^(P) - 


. P$ = 0 


(c) 



la derniere relation peut s' ecrire encore 



[ (? (P> - *<„>> - < ? (Q) - f (0)>] - 0 

ou en developpant on obtient 1' expression suivante 

<5 (P) 4 (0) )0 ^ - (? (p)- f (0) )6f - <? (Q) 4 (0) )5 5 + < V ? «» )55 ■ 0 
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qui devient, compte tenu de (a) et (b) 

( ’(P)'V ) 55 + ( ’<Q)-^(0) > ' 0 



Nous avons finalement les trois relations suivantes : 



typ>- * ( oj 



(P)~ 


f < 0,1 


OP = 


0 


(a) 




(Q)~ 


'( 0)1 


OQ = 


0 


(b) 


> (1.47) 


(Q)~ 


'( 0,1 


OP = 


0 


(c) 





Considerons maintenant une base orthonormee R d’origine 0 et de 
vecteurs unitaires x^ X 2 X 3 qui ont pour extremite Kj , K 2 , K 3 . 



Appliquons les relations (1.47) aux extremites des vecteurs uni- 
taires. L' expression (1.47 a) ou bien (1.47 b) donne 



- 0 

P < k 2) - ’( 0)1 *2 - 0 

P» 3 )- ? (0) ] - 0 



[y^y- v (0) l- Si - 0 (1.48) 



L'expression (1.47 c) donne egalement 



IW 


'(0,1- 


ok 2 


+ 


tvr '(0)1 


. OKI 


= 


0 




['«*)' 


'(0)1 ■ 


0K 3 


+ 


Paw' 'ml 


. 0K 2 




0 




P(K S >- 


\o,l- 


OKi 


+ 


P(K,)- '(0)1 


• 0K 3 


= 


0 




qui 


sous forme 


indicielle deviennent 








l 

•rH 

f>, 


'(0,1 


OK. 

J 


- 


[y - v 1 

L (Kj) V (0)J 


OK.- = 

X 


0 




(1.49) 


Posons r. . 

ij 


■ ( '(Ki)- 


'(0) 


) OlL 








(1.50) 


Les relations 


(1.48) 


et 


(1.49) s'ecrivent 


alors 














r. . 
ij 


= 0 


i = 


j 


| 


(1.51) 




r . 


. + 


r . . 


= 0 


i i 


j 







ij 



Ji 



(1.51) nous permettent de dire que les r. . sont antisymetriques par rapport 
aux indices . 
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Considerons maintenant un point P quelconque. Ses coordonnees 
dans la base R seront 



3 3 

op = y x. x. = y x. ok. 

. u . ii . L . i a. 

1=1 1=1 

Pour ce point P la formule (1.47 c) peut s' ecrire 

P(P,-V ( 0)]. - - P fo r 5 roil- ® 



(Q) (0) J 



• - F<®- ? ( 0 ,] «i 



i=l 
3 

r> I — Y n 

' - j, *i t V (Q>- V (0)] ' 0K i 

Mais la formule (1.47 c) donne toujours 

^(Qf ? ( 0)1 S i * - ^(Ki)- ^( 0 )J ^ 



(1.52) 



D'ou 

t\p)- \ 0 )] ' tv (Ki) - v (0) ] . 55 

On peut done ecrire en divisant par OQ # 0 

Vr >> - j, *1 tW v ( «] 

V)->) ■ =“ [V,)-V>] *>4Wy * X3 Lv 3 )- V)1 

# # ~y ■" y —y -y > 

Multiplions scalairement par xi = OKi , X 2 = OK 2 et X 3 = OK 3 success ivement. 

On obtient, en utilisant (1.50) 

P ( p)- ^(0)1 * *1 = x l* r ll + x 2 r 21 + x 3 r 31 

[V(P)~ V (0) ] . x 2 = X!.r 12 + x 2 r 22 + x 3 r 32 

tV V (Q) ] . x 3 = Xl r 13 + x 2 r 23 + x 3 r 33 

Compte tenu de (1.51) on peut ecrire ces dernieres relations sous forme 

matricielle 



V)‘ v (o) 



^( 0 ) est P r °duit d’une matrice antisymetrique par un vecteur. On 
peut done le representer par un produit vectoriel 





- 0 r 12 r 13 ‘ 
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V (p) - = S | 0 ? avec ^ = 
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" r 13 
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et on a done 



- 28 - 





po * a 



( 1 . 53 ) 



qui est bien 1' expression qui caracterise un champ de vecteurs et done un 
champ de moments en particulier. 
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